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A geometriai elrendezesek diszkret baja
(Fejes Toth Laszlo emlekezete)
Pah Janos

A magyar matematika a Bolyaiaktol kezdve, Riesz Frigyesen es Fejer
Lipoton keresztul kortarsainkig szamos ragyogo nagysagot adott a vilagnak.
Zsenialis egyenisegeket, akik meghatarozo eredmenyeket ertek el a matema-
tika egyik-masik agaban. De alig volt kozottuk az olyan nagy formatumu,
iskolateremt}o tudos, aki tantvanyok tuatjaiban keltette fel az erdekl}odest
kutatasi temaja irant, es indtotta el }oket a matematikusi palyan. A ritka
kivetelek egyike a nehany hete, 90 eves koraban elhunyt Fejes Toth Laszlo.
Erd}os Palhoz, Neumann Janoshoz es Turan Palhoz hasonloan }o is Fejer
Lipotnal doktoralt a Pazmany Peter Tudomanyegyetemen. Ket evi ka-
tonaskodas utan, 1941-ben a Kolozsvari Egyetemre kerult. A kes}obb munka-
szolgalatoskent elpusztult Lazar Dezs}ot}ol ott hallott el}oszor azokrol a geo-
metriai problemakrol, melyek egesz palyajat meghataroztak. A legegysze-
r}ubb kerdes ugy hangzott, hogy mikent lehet elhelyezni egy \nagy" asztalon
a lehet}o legtobb egyforintost? Az alltast, miszerint a legjobb elrendezesben
az asztal szelere tett ermekt}ol eltekintve az osszes egyforintost hat masik
erinti, el}oszor Axel Thue, norveg szamelmelesz bizonytotta 1892-ben. A
bizonytas korantsem magatol ertet}od}o.
A terben azt kerdezhetjuk, hogy legfeljebb hany egysegnyi atmer}oj}u
gomb fer bele egy hatalmas tartalyba? Ugyan a problema egyes vonatkoza-
sait Minkowski es Hilbert is erintette, fel evszazadon keresztul f}okepp kristal-
lografusok es zikusok foglalkoztak vele.

Erdekl}odesuk abbol a meggy}oz}o-
desb}ol fakadt, hogy egy nagy nyomas ala helyezett homogen anyag atomjai
vagy molekulai automatikusan a legs}ur}ubb kristalyszerkezetbe rendez}odnek.
A lehetseges szabalyos kristalyszerkezetek teljes lerasa a 19. szazad vegere
lenyegeben befejez}odott.

Igy elvileg { rendkvul hosszadalmas szamtasok
utjan { tetsz}oleges alaku molekulak (vagy mas objektumok) eseten nagy
pontossaggal meghatarozhato a legs}ur}ubb szabalyos \rasszer}u" elrendezes.

MTA Renyi Intezet es Courant Institute, New York University
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De a mi a helyzet, ha a legs}ur}ubb elrendezes nem szabalyos? Ez a kerdes
akkoriban a kutatok zomeben fel sem merult. Fejes Toth Laszlo megsejtette,
hogy mely matematikai problemarol van szo, amely szorosan osszefugg a
klasszikus analzis, approximaioelmelet es algebra fontos teruleteivel. A
nem rasszer}u szerkezetek es kvazikristalyok vizsgalata mara onallo tudo-
manyagga valt. Ebben a folyamatban lehetetlen tulbesulni Fejes Toth
Laszlo szemelyes szerepet. Meg a haboru befejezese el}ott tuatnyi alapvet}o
dolgozatot szentelt ilyen tpusu kerdeseknek. Kes}obb a budapesti

Arpad
Gimnazium majd 1949-t}ol a Veszpremi Vegyipari Egyetem tanarakent szin-
te egymaga kidolgozta a \geometriai elrendezesek" elmeletet \a skon, a
gombfelsznen es a terben". Nemet nyelv}u monograaja, amely 1953-ban
hasonlo men jelent meg Berlinben, a Springer kiado legrangosabb matema-
tikai konyvsorozataban, a temakor maig meghatarozo klasszikusa, bibliaja.
Nem sokkal kes}obb C. A. Rogers, neves angol matematikus gy fogalmazott:
\Eddig az elhelyezesek es fedesek elmelete tulsagosan fejletlen volt ahhoz,
hogy egy teljes konyvet szentelhessunk neki. Fejes Toth munkajanak pub-
likalasa utan viszont ugy t}unhet, hogy ebben a temakorben tovabbi konyvre
nins szukseg."
Ahhoz, hogy a Fejes Toth Laszlo konyveben vizsgalt alapproblemat
prezen megfogalmazzuk, be kell vezetnunk nehany deniot es jelolest.
Legyen C egy T (C)-terulet}u zart skidom, C = fC
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; C
2
; C
3
: : :g pedig C-vel
egybevago halmazok egy rendszere a skon. A C rendszert elhelyezesnek
(vagy pakolasnak) nevezzuk, ha semelyik ket elemenek nins kozos bels}o
pontja. Jeloljuk az origo koruli r sugaru kort B
r
-rel.
1.

Abra: A legs}ur}ubb rasszer}u korelhelyezes
Ha egy C elhelyezesnek k eleme esik B
r
-be, akkor a
kT (C)
T (B
r
)
hanyadost C
s}ur}usegenek nevezzuk az r-sugaru korben. Tegyuk fel, hogy ezek a s}ur}usegek
egy Æ(C) hatarertekhez tartanak, amennyiben r ! 1. Nem nehez belatni,
hogy Æ(C) nem fugg az origo megvalasztasatol. Denaljuk a C skidom Æ(C)
pakolasi egyutthatojat, mint a Æ(C) hatarertekek osszes C elhelyezsre vett
maximumat. Tehat a Æ(C) = max
C
Æ(C) szam durvan azt fejezi ki, hogy
2
a sk teruletenek legfeljebb mekkora hanyada tolthet}o ki atfedes nelkuk C
egybevago peldanyaival. Hasonlokeppen denialhatjuk C eltolasokkal valo
pakolasi egyutthatojat, a Æ
T
(C) = max
C
Æ(C) szamot, kiveve, hogy most a
maximumot sak azokra a C elhelyezesekre kell vennunk, melyek C eltolt
peldanyaibol allnak.
A C halmaz eltolt peldanyaibol allo elrendezesek kozott speialis szerepet
toltenek be az ugynevezett rasszer}u elrendezesek. Ezek azon halmazokbol
allnak, melyek veges sok lepesben megkaphatoak C-b}ol ugy, hogy minden
egyes lepesben az el}oz}oleg konstrualt halmazt egy rogztett u vektorral vagy
v vektorral el}ore vagy hatra toljuk. Az u es v vektorokat a rasszer}u el-
rendezes generatorainak hvjuk. A C halmaz raspakolasi egyutthatoja a
Æ
L
(C) = max
C
Æ(C) szam, ahol a maximumot ezuttal C rasszer}u elhe-
lyezeseire vesszuk. Vilagos, hogy
Æ
L
(C)  Æ
T
(C)  Æ(C):
Fejes Toth Laszlonak sikerult belatnia, hogy minden kozeppontosan szim-
metrikus konvex C skidomra
Æ
L
(C) = Æ
T
(C) = Æ(C):
Ebb}ol az is levezethet}o, hogy Æ
L
(C) = Æ
T
(C) minden skbeli konvex hal-
mazra. Viszonylag egyszer}u szerkezet}u C halmazok eseten a Æ
L
(C) szam
altalaban eleg pontosan meghatarozhato. A kozeppontos szimmetria felte-
telezese nelkul viszont Æ(C) meghatarozasa sok esetben neheznek latszik.
Maig nem ismeretes peldaul, hogy mennyi a felkor pakolasi egyutthatoja [3℄.
Egy masik szep { es talan nem remenytelenul nehez { megvalaszolatlan
kerdes, amely Fejes Toth Laszlotol szarmazik, a kovetkez}o [4℄. Igaz-e,
hogy minden olyan osszefugg}o C skidomra, amely el}oall ket konvex hal-
maz egyestesekent, ervenyes a Æ
L
(C) = Æ
T
(C) egyenl}oseg?
2.

Abra: A sejthet}o legs}ur}ubb felkorelhelyezes
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A fenti fogalmak termeszetesen kiterjeszthet}oek 3-dimenzios testekre is.

Erdekes nyitott kerdes, hogy vajon minden 3-dimenzios konvex C testre
Æ
L
(C) = Æ
T
(C). Az utobbi tz ev talan egyik legnagyobb port felvert
matematikai fejlemenye az a maig is sak reszben publikalt ikksorozat volt,
melyben Tom Hales megkiserelte az ugynevezett Kepler sejtes bizonytasat
[5℄, vagyis annak igazolasat, hogy a 3-dimenzios B
3
egyseggombre Æ(B
3
) =
Æ
L
(B
3
). A sajtokozlemenyek nagy teret szenteltek annak a korulmenynek,
hogy Hales gigantikus munkaja lenyegeben azt a programot valtja valora ki-
terjedt szamtogepes segedlettel, melyet Fejes Toth Laszlo konyveben negy-
ven evvel korabban felvazolt. Termeszetenel fogva Hales ervelesenek ellen-
}orzese maga is rendkvul bonyolult szamtogepes modszereket igenyel, gy
annak helyesseger}ol maig megoszlanak a velemenyek.
Az 1953-ban publikalt m}u, melyet oroszra es japanra is lefordtottak,
egysapasra vilaghrnevet szerzett Fejes Toth Laszlonak. A vilaghrnev
pedig meghozta a hazai elismerest, a Kossuth-djat es 1962-ben az akademiai
tagsagot. Fejes Toth rendkvul szereny, puritan, velejeig tisztesseges em-
ber volt, aki szinte nav modon hitt a \tiszta esz" erejeben es kereste az
igazsagot. Biztos, hogy ezek a tulajdonsagok kulonosen ertekesek a tudo-
manyos kutatasban. Sosem hajlott meg semmilyen hatalom vagy tekin-
telyelv el}ott. Csak hosszas rabeszeles utan vallalta, hogy 1970-t}ol 1983-ig
}o vezesse az Akademia Matematikai Kutato Intezetet. Szemelye garania
volt arra, hogy az akkoriban er}osen megosztott matematikai kozelet viharai
ne torjenek be az intezet falai koze, a munka zavartalanul folyjek. Ottlik
szavaival: }o \szavatolt a Lady biztonsagaert".
A matematikusok egyik Mekkaja az Oberwolfahi Matematikai Kutato
Intezet. A Fekete Erd}o egy elvarazsolt szogleteben talalhato intezmenyt
a masodik vilaghaboru vegen a nemet kormany alaptotta eredetileg hadi
elokra, de ezt a funkiojat sosem latta el. A hatvanas evekben feleptett
gyonyor}u nemzetkozi konfereniaentrumban, melyet eredetileg reszben ha-
borus jovateteli penzekb}ol nanszroztak, hetr}ol-hetre mas matematikai te-
ma legjelesebb m}uvel}oi talalkoznak. Amikor 1962-ben az Intezet el}oszor
rendezett diszkret geometriai konfereniat, szinte magatol ertet}odott, hogy
ennek szervezesevel es a tudomanyos program osszealltasaval Fejes Toth
Laszlot bzzak meg. Amint az Akademiai Aranyerem odatelesenek hi-
vatalos indoklasaban all: \a diszkret geometria vilagviszonylatban is az
}o tevekenysege nyoman valt onallo tudomanyagga". A szakmai elismeres
buszkeseggel toltotte el, de a szamos dj es kituntetes, melyben resze volt,
ellenkezett puritan termeszetevel, a veluk jaro kuls}osegek pedig kifejezetten
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feszelyeztek. Hallani sem akart arrol, hogy Akademiai Aranyeremre java-
soljak.
Az 1962-ben rendezett oberwolfahi konferenianak meg sak harom
magyar reszvev}oje volt. Husz esztend}ovel kes}obb Fejes Toth Laszlo mar
nepes magyar kontingens elen erkezett Oberwolfahba. Id}okozben nemzet-
kozi hr}u iskolat sikerult letrehoznia Budapesten. Tehetseges tantvanyok es
kollegak generaioit vezette be a diszkret geometria rejtelmeibe. Kiveteles
{ talan sak Erd}os Palehoz hasonlthato { problemafelvet}o keszsegevel min-
denkit leny}ugozott. A tanulmanyi versenyeken edz}odott ifju magyar ma-
tematikus titanok hagyomanyosan jo feladatmegoldok. Fejes Toth Laszlo
pedig ontotta az egyszer}uen megfogalmazhato, gyonyor}u kerdeseket. Lehet,
hogy kozepiskolai tanari multja is kozrejatszott abban, hogy mindig ugyelt
az egyszer}u fogalmazasra es az esztetikai szempontokra. Utalta a bonyo-
lult jeloleseket es a \magas matematika" nagykep}u fogalmainak felesleges
hasznalatat. A feladatok kozott szep szammal akadt olyan, amely nehany
szellemes otlet segtsegevel { vagy eppen kitarto apromunkaval { viszonylag
konnyen megoldhato. Aki a sikeren felbuzdulva megprobalt melyebbre asni,
es hozzalatott Fejes Toth Laszlo soronkovetkez}o feladatanak megoldasahoz,
az gyakran lekuzdhetetlennek latszo akadalyokba utkozott. Ha volt benne
kitartas es tehetseg, akkor olyan izgalmas kutatasi teruletre bukkant, mely-
nek feltarasa sok evre elegend}o gondolkodnivaloval szolgalt [6℄.
Fejes Toth Laszlo rendkvul nagyra ertekelt minden merhet}o teljest-
menyt, ami mogott kemeny munka es tehetseg all. Imadta a sportot. Kiva-
loan pingpongozott, teniszezett, szertornazott. Egy megkopott fenykep mu-
tatja, amint kozel otven evesen oriaskort sinal a nyujton. Mintaszer}uen
lefesztett labfeje az eg fele mutat. Szinte repul. Sok evvel kes}obb, tul a
hatvanon meg magasabbra tor. Stuttgarti vendegprofesszorsaga idejen a
sarkanyrepulest is megtanulja.
Matuzsalemi kort ert meg. Megkerulhetetlen, impozans, teljes eletm}uvet
hagyott maga utan. A sors kulonleges adomanyanak tekintem, hogy tant-
vanya, munkatarsa tisztel}oje es { a nagy korkulonbseg daara talan kisit
{ baratja is lehettem. Szakmai es emberi szempontbol }o volt es marad
szamomra az etalon.
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